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摘　要　在数值预报和数值模拟中，描述空间微分项的最主要的方法是有限差分法，但使用差分方法会引入截断误差。伍荣

生１９７９年指出，通过在原物理场的基础上构造一个新的物理场，替代原物理场进行差分计算，可以达到减小误差的目的。该

文是伍荣生１９７９年工作的继续，目的在于解释伍荣生１９７９年所构造的差分格式并得到更为一般化的差分格式。文中给出新

的差分格式结合了经典有限差分方法的快速计算和谱方法的高精度的优点。如果在一个给定的网格上对气象要素场进行离

散傅里叶级数展开，则基函数（正弦或余弦）的频谱是事先已知的。作者将伍荣生１９７９年构造物理场的方法视为对物理场的

一次平滑，探讨了获取二次平滑场、多次平滑的一般化方法。获取平滑场的基本原理是使得在固定频谱上的差分逼近程度达

到最优。通过对频谱上的累计误差的下降速度分析表明，平滑次数的上限为３次。数值分析的结果表明，二次平滑的最大误

差是未作任何平滑的最大误差的０．０４倍，在使用相同计算代价的情况下，二次平滑的最大误差是经典的差分格式的０．３倍。

平流试验的结果也表明，新的差分格式即一次平滑、二次平滑方案的结果远远优于经典的差分格式。新的差分格式意义在

于，在不加密网格的情况下提供了一条提高数值计算精度的途径。
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１　引　言

在数值预报和数值模拟中，对空间微分的处理

方案有有限差分法、谱方法等，然而谱模式由于计算

代价大，我们常常采用的方法是有限差分法。有限

差分方法由于微分与差分之间截断误差的引入，必

定会影响预报精度，Ｈａｌｔｉｎｅｒ（１９７１）把物理量写成

复指数的形式，讨论了差分逼近程度与波长的关系，

指出波长越长，逼近程度越好，反之越差。根据傅里

叶分析理论，一个周期的或有限区间的信号（或函

数）可以分解为离散频率上的正弦或余弦函数（作为

基函数），当然这种分解的基函数可以是正交的，也

可以是斜交（若是斜交，则引入对偶基）。傅里叶分

析理论成为气象上谱方法的基础，若不引入球谐函

数，在一个给定的正方形网格上使用正弦或余弦函

数展开，则这些函数的频率谱是已知的（由于网格是

确定的，所进行的离散傅里叶变换与网格的格距和

格点数目紧密相关）。本文中对空间微分的处理方

式仍然是使用中央差分格式，不同的是在原来物理

场的基础上构造一个新的物理场，替代原来的场进

行中央差分计算，构造物理场的目标是使差分的逼

近程度在给定的频谱上达到最优，所以本文中最主

要的工作是构造物理场和频谱上差分计算最优。关

于构造物理场和最优差分已有一些工作：伍荣生

（１９７９）在一维的情形下使用权重方案、并使用最小

二乘法使得在相关谱上达到最优差分，这个方案是

本文的主要思想来源，我们将其称为一次平滑方案；

崔新强等（１９９０）在伍荣生（１９７９）的基础上，分析了

五点差分格式，并在均匀旋转风场条件下，采用不同

的初值，对三维平流方程进行了长时间的数值积分，

得到了一组最优的五点差分方案；Ｗａｎｇ等（２００２）

使用了约束性代价函数原理提出了能够使空间截断

误差最小化的中心差分优化算子，用变分连续同化

的技术来最小化大气模式中的空间截断误差；李江

涛（２００６）通过使群速度相对误差最小求得一套最佳

差分方案；蔡其发（２００７）用变分方法重构了一个新

的物理场替代原先场计算差分，得到了较好的效果。

以上工作都在处理差分的空间截断误差的问题，认

为中短波（或其对应的频率）是形成差分截断误差的

主要原因，因而重点就是改善中短波（或其对应的频

率）的差分逼近程度。对于中短波造成差分误差这

一问题，其本质上可以认为是利用较少的、离散的空

间场信息去描述真实的物理量的微分项问题，显而

易见，要解决这一问题，关键在于在离散的空间场不

变的前提条件下（即空间网格距大小不变），要包含

更多的空间信息。很自然地，为了提高差分的逼近

程度，可以采用高阶精度的中央差分格式（使用泰勒

展式能够轻易得到），然而这未必能够获得处理气象

上的离散波动的最优差分方案，伍荣生（１９７９）曾经

详细地讨论过这一问题。本文试图去寻找一种处理

气象上固定离散频谱的最优差分方案，所设计的差

分格式将适用于气象上如涡度、散度等包含差分计

算的常规物理量，另外设计的较为低次的平滑格式

同样适用于数值模拟。

２　最优频率范围选取和整数格距的波动

　　我们在文中使用最优方法选取频率时，选择

犓犺（狀）＝
２π
４０
狀　　狀＝０，１，２…２０

其中犓 为波数，犺为网格距，这个频谱假定了水平

方向共有４０个网格距（可以参照离散傅立叶变换），

这个频率范围上对应的波动的波长未必完全是整数

格距的波动，所以我们进行的最优并不是对整数格

距波动进行的，另一方面，在检验误差（包括本文中

图形的误差分析和数值模拟）时所使用的波动的范

围为３格距到２２格距上整数格距的波动。然而上

述两个方面并不是矛盾的，利用傅里叶变换的理论，

可以把整数格距的波动（也可以是非整数的）当作实

际气象的信号，这些整数格距的波动可以表示为最

优选取的离散的频率分量。另外我们声明，本文中

的最优差分方案与网格特征紧密相关，我们假定了

水平方向共有４０个网格距，然而文中在模拟理想个

例的时候水平方向的网格距为３２个，我们没有另外

选取最优差分方案而结果较好的原因是这两种网格

所决定的最优频谱是相近的。

３　误差分析

由于气象上很重要的两个物理量———涡度、散

度计算涉及到差分逼近问题，本文中以涡度、散度为

例引出问题。

分析利用中央差分格式造成计算涡度、散度误

差的原因，在平面直角坐标系中，涡度和散度分别可

以表示成：ζ＝
狏

狓
－
狌

狔
，犇＝

狌

狓
＋
狏

狔
，假定狌、狏的空
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间分布为

狌＝犝ｅ
犻（犓

１
狓＋犓２狔

），狏＝犞ｅ
犻（犓

１
狓＋犓２狔＋θ

）

其中，犻 槡＝ －１，犓１、犓２ 分别表示的是速度场在狓、狔

方向上的波数，θ表示的是狌、狏的位相差，犝、犞 分别

是狌、狏的尺度大小。将狌、狏的表达式代入ζ、犇 中，

可知精确的涡度、散度为

ζ＝犻犓１狏－犻犓２狌　犇＝犻犓１狌＋犻犓２狏

　　为了要利用中央差分格式进行计算，必须首先

在空间水平区域上划分网格，取正交网格

狓＝犻犺，狔＝犼犺，其中，犺为网格距，犻、犼分别取…－２，

－１，０，１，２…，对应地给出狌、狏在这些网格点上的

精确值，由中央差分格式，可知在网格点（犻，犼）上的

涡度和散度（ζ０、犇０）为

ζ０ ＝
ｓｉｎ犓１犺

犓１犺
犻犓１狏－

ｓｉｎ犓２犺

犓２犺
犻犓２狌，

犇０ ＝
ｓｉｎ犓１犺

犓１犺
犻犓１狌＋

ｓｉｎ犓２犺

犓２犺
犻犓２狏

令犙＝
ｓｉｎ犓犺
犓犺

，犓 为狓 或狔 方向上的波数，当犙１

时，（ζ０，犇０）（ζ，犇）。由此可知犙＝
ｓｉｎ犓犺
犓犺

能够很

好地表征差分的逼近程度，可以用狘１－犙狘来表征

差分的相应误差。研究｜１－犙｜与犓犺的关系，也可

转换为研究｜１－犙｜与犔波长的关系，由于２格距的

波动是噪声（Ｈａｌｔｉｎｅｒ，１９７１），需要滤去，这样在气

象上我们所关心的是离散波谱就可以认为是３格距

到无穷格距的波动，由于有关系犓＝２π／犔，犔为狓

或狔方向上的波长，图１中给出了波长从３格距到

２２格距范围内的整数格距波动和无穷格距对应的｜

１－犙｜的大小（图１ａ），可以发现误差｜１－犙｜随着波

动波长的增加而减小，并且中短波的误差十分大（这

也就是用中央差分格式造成涡度、散度计算的例子

中误差的主要原因），例如３格距的波动误差得到近

６０％，４格距的波动误差也达到３５％左右。为了克

服差分计算中短波的误差，伍荣生 （１９７９）曾经提出

过用一个新的速度场（犚狌，犚狏）代替原先的速度场

（狌，狏），其中犚为修正因子，来进行涡度和散度的差

分计算，以获得精度较高的涡度和散度场。为了确

定修正因子犚，伍荣生（１９７９）用如下的物理场来替

代原来的场

珚犳１，犼 ＝１．４３８犳犼－０．２１９（犳犼＋１＋犳犼－１）

珚犳１，犼为新的物理场，犳犼 为物理量在点犼（一维的情

况）的值，这种新的替代场从形式上看，完全类似于

对原来物理场的一种平滑（以后我们称之为一次平

滑），这就是我们提出二次平滑甚至多次平滑来克制

中短波误差的思想来源。可知修正因子为犚（犓）＝

１．４３８－０．４３８ｃｏｓ犓犺，经过修正后的可以用｜１－

犚犙｜来表征新的涡度和散度场的误差，图１中还给

出了波长从３—２２格距范围内的整数格距波动和无

穷格距对应的误差｜１－犚犙｜的大小（图１ｂ），明显

地，中短波的误差得到了大幅度的抑制。

图１　３—２２格距的波动差分误差

（ａ、ｂ分别表示的是｜１－犙｜和伍荣生（１９７９）的差分误差｜１－犚犙｜，箭头表示的是无限格距波动的差分误差（都为０））

Ｆｉｇ．１　Ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｅｒｒｏｒｆｏｒｗａｖｅｌｅｎｇｔｈｏｆ３ｔｏ２２ｇｒｉｄｓｐａｃｉｎｇｓ

（ａ．｜１－犙｜，ｂ．｜１－犚犙｜（Ｗｕ（１９７９））；Ｔｈｅａｒｒｏｗｈｅｒｅｉｎｄｉｃａｔｅｓｔｈｅｅｒｒｏｒｆｏｒｉｎｆｉｎｉｔｅｇｒｉｄｓｐａｃｉｎｇｉｓ０）

１７０１黄文誉等：最优差分方案　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 　　　 　　　　　　　　　



　　在进行数值天气预报时，每一时步的差分与微

分之间的微小误差（如１％）经过长时间积分后，将

会导致误差累积，以致影响预报的精度，因此提高差

分的精确程度至关重要，在图１中可以看出不论是

修正前（图１ａ）或是修正后（图１ｂ），在３格距和４格

距波动处误差始终都很大（当然在其他格距波动处

也仍含有误差），因此需要寻找一种克制中短波误差

的方法。

　　本文贯穿两个基本思想：

（１）优先描述好背景场，在描述好背景场的前

提下，描述好包含在背景场中的较小尺度（或其对应

的频率）的运动，直至描述好所有的运动，即在使长

波（或其对应的频率）的差分逼近程度达到最佳的前

提下，逐步使中短波（或其对应的频率）的差分逼近

程度达到最优；

（２）使用在原物理场基础上构造新的物理场的

方法，伍荣生（１９７９）使用的方法本质上是进行了一

次平滑处理，本文中将要给出的方法是在一次平滑

的基础上如何确定二次平滑、三次平滑以致多次平

滑系数的方法，即要给出一种提高差分精度的推广

方法：在精度没有达到要求的情况，多进行几次平

滑，使得差分的逼近程度达到要求。

４　二次平滑的处理方法

所谓二次平滑的处理方法，就是对经过一次平

滑的物理场再进行一次平滑处理，用处理得到的二

次平滑的物理场来进行差分计算。

令 　珚犳１，犼 ＝犃１犳犼＋犃２（犳犼＋１＋犳犼－１） （１）

其中珚犳１，犼为经过一次平滑后得到的物理量场，犃１、

犃２ 为待定系数。

对经过一次平滑后的物理量场再进行一次平滑

处理

珚犳２，犼 ＝犅１珚犳１，犼＋犅２（珚犳１，犼＋１＋珚犳１，犼－１） （２）

其中珚犳２，犼为二次平滑场，犅１、犅２ 为待定系数。

将式（１）代入式（２）可得

珚犳２，犼 ＝ （犃１犅１＋２犃２犅２）犳犼＋（犃１犅２＋犃２犅１）×

（犳犼＋１＋犳犼－１）＋犃２犅２（犳犼＋２＋犳犼－２） （３）

令 　　　犃＝犃１犅１＋２犃２犅２，　　　　　　

犅＝犃１犅２＋犃２犅１，

犆＝犃２犅２ （４）

式（３）最后可以写为

珚犳２，犼 ＝犃犳犼＋犅（犳犼＋１＋犳犼－１）＋

犆（犳犼＋２＋犳犼－２） （５）

设物理场满足：珚犳犼 ＝ｅ
犻犓狓 （６）

由式（５）、（６）可知二次平滑对原来物理场的修正因

子犚（犓）可以写为

犚（犓）＝犃＋２犅ｃｏｓ犓犺＋２犆ｃｏｓ２犓犺 （７）

而表征中央差分格式逼近程度的因子为

犙＝
ｓｉｎ犓犺
犓犺

（８）

则表征经过二次平滑场的中央差分格式逼近程度的

因子为

犚犙＝（犃＋２犅ｃｏｓ犓犺＋２犆ｃｏｓ２犓犺）
ｓｉｎ犓犺
犓犺

　 （９）

　　接下来的问题就归结为寻找新的待定系数犃、犅、

犆，以使得在犓犺∈［０，π］的范围内犚犙充分逼近１。

我们在引言部分提到处理问题的中心思想是优

先考虑背景场的差分逼近程度，即首先要使无限格

距波动的逼近程度达到最好，则有

犔∞，　犓犺０，　犚犙１ （１０）

代入式（９）可得　　　　犃＋２犅＋２犆＝１ （１１）

　　在这里会用到最小二乘法来挑选最优的系数，

然而首先要考虑差分的精度，二次平滑场的中央差

分可以写为：

珚犳
［ ］狓 犼

＝
珚犳犼＋１－珚犳犼－１
２犺

（１２）

将式（５）代入式（１２）中，可以得到

珚犳
［ ］狓 犼

＝ （犃－犆）
犳犼＋１－犳犼－１
２犺

＋

２犅
犳犼＋２－犳犼－２
４犺

＋３犆
犳犼＋３－犳犼－３
６犺

（１３）

利用泰勒展式可以得到

犳犼＋１－犳犼－１
２犺

＝
犳
（ ）狓 犼

＋
犺２

３！

３
犳
狓（ ）３

犼

＋

犺４

５！

５
犳
狓（ ）５

犼

＋
犺６

７！

７
犳
狓（ ）７

犼

＋… （１４）

犳犼＋２－犳犼－２
４犺

＝
犳
（ ）狓 犼

＋
（２犺）２

３！

３
犳
狓（ ）３

犼

＋

（２犺）４

５！

５
犳
狓（ ）５

犼

＋
（２犺）６

７！

７
犳
狓（ ）７

犼

＋… （１５）

犳犼＋３－犳犼－３
６犺

＝
犳
（ ）狓 犼

＋
（３犺）２

３！

３
犳
狓（ ）３

犼

＋

（３犺）４

５！

５
犳
狓（ ）５

犼

＋
（３犺）６

７！

７
犳
狓（ ）７

犼

＋… （１６）
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将式（１４）、（１５）、（１６）代入式（１２）可得

珚犳
［ ］狓 犼

＝ （犃－犆＋２犅＋３犆）
犳
（ ）狓 犼

＋

［（犃－犆）＋８犅＋２７犆］
犺２

３！

３
犳
狓（ ）３

犼

＋犗（犺
４）

（１７）

由式（１１），式（１７）可以改写为

珚犳
［ ］狓 犼

＝
犳
（ ）狓 犼

＋［（犃－犆）＋８犅＋

２７犆］
犺２

３！

３
犳
狓（ ）３

犼

＋犗（犺
４） （１８）

　　我们使经过二次平滑的物理场的差分逼近程度

为犗（犺４），即使得下式成立：

（犃－犆）＋８犅＋２７犆＝０ （１９）

由式（１１）、（１９）两式可以解得

犅＝－
２

３
犃＋

１３

１８
（２０）

犆＝
犃
６
－
２

９
（２１）

将式（２０）、（２１）两式代入式（９）中，并且令

犪＝ （１－
４

３
ｃｏｓ犓犺＋

１

３
ｃｏｓ２犓犺）

ｓｉｎ犓犺
犓犺

（２２）

犫＝ （
１３

９
ｃｏｓ犓犺－

４

９
ｃｏｓ２犓犺）

ｓｉｎ犓犺
犓犺

（２３）

则式（９）可以写为　　犚犙 ＝犪犃＋犫 （２４）

　　接下来的问题就归结为寻找系数犃，以使在犓犺

∈［０，π］的范围内犚犙充分逼近１。将区间［０，π］２０

等分，则有１９个等分点，加上两个边界点共有２１个

点，在使用最小二乘法时同样要考虑引言中提到的

基本思想（１）：优先描述好背景场，在描述好背景场

的前提下，描述好包含在背景场中的较小尺度（或其

对应的频率）的运动，直至描述好所有的运动，即在

使无限格距的差分逼近程度达到最佳的前提下，逐

步使中短波（或其对应的频率）的差分逼近程度达到

最优。所以我们在选择２１个点内要进入最小二乘

法考虑范围时，优先选择波长较长（或其对应的频

率）的波动，其次选择考虑中短波（或其对应的频

率），具体方法为

令 　犓犺（狀）＝
π
２０
狀　狀＝０，１，２…２０　 （２５）

随着狀的增大，式（２５）依次描述了无限格距的波动、

长波、中短波以至２格距波长的波动，这样我们可以

设一个犖，使狀从０到犖 的范围进入最小二乘法考

虑的范围，从而达到先优化长波，其后优化中短波的

目的（会有一些短波不进入考虑的范围），这里犖∈

［１，２０］。

令 　　犑＝ ∑
犓犺（犖）

犓犺（狀）＝犓犺（０）

（犚犙－１）
２
　　 （２６）

　　这里用犑来表征所考虑的波动经过二次平滑

后的差分计算的总误差。将式（２４）代入式（２６）可得

犑＝ ∑
犓犺（犖）

犓犺（狀）＝犓犺（０）

（犪犃＋犫－１）
２ （２７）

　　为了使犑取得极小值，令
犑

犃
＝０ （２８）

可得 　　犃＝ ∑
犓犺（犖）

犓犺（狀）＝犓犺（０）

犪（１－犫）·　　

∑
犓犺（犖）

犓犺（狀）＝犓犺（０）

犪（ ）２ －１
（２９）

　　由于犖∈［１，２０］，这样可以得到２０组犃的值，

取其中最优的一组：犖＝１０时，犃＝１．６５７５（在确

定犖 时做了对频率谱上的累积误差统计，当累积误

差最小时取得最优的值），将其代入式（２０）、（２１）两

式中可以得到

犃＝１．６５７５，犅＝－０．３８２８，犆＝０．０５４０（３０）

　　将式（３０）代入式（５）中，得出二次平滑场的计算

式：

珚犳２，犼 ＝１．６５７５犳犼－０．３８２８（犳犼＋１＋犳犼－１）＋

０．０５４０（犳犼＋２＋犳犼－２） （３１）

５　二维差分、二阶差分的处理

在实际的数值天气预报中，物理场总是三维的，

即使是涡度、散度的计算中，也需要速度场至少是二

维的，而在第４部分中给出的情况都是一维的，在原

始方程中差分主要是一阶，很少会遇到二阶差分的

情况。在这里我们给出二维差分、二阶差分的处理

方式，为了计算的方便和节省计算资源，这里给出的

处理方式都是基于一阶差分的一维处理方法的，即

第４部分中的处理方法。

二维、一阶差分的处理方式：设物理量场为犳，犳

是二维的，现在要计算二维、一阶差分犳
狓
、犳
狔
。在计

算犳
狓
的时候，只要假设物理量场犳是狓上的一维函

数，与狔无关，用第４部分中的方法去获得替代场

珚犳，以进行差分计算，获得
犳
狓
。类似地，也可以计算

出犳
狔
。
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二维、二阶差分的处理方式：设物理量场为犳，犳

是二维的，现在要计算二维、二阶差分
２
犳
狓

２
、

２
犳
狔

２
、


２
犳

狓狔
。为了计算

２
犳

狓狔
，首先用二维、一阶差分的处理

方式计算出犳
狔
的大小，然后再使用一次二维、一阶

差分的处理方式便可以获得
２
犳

狓狔
（其实是利用了


２
犳

狓狔
＝


狓
犳
（ ）狔 ）。类似地，不难获得

２
犳
狓

２
、

２
犳
狔

２
。

（一维二阶的情况是二维、二阶差分的处理方式的一

个特例，这里不予给出）。

６　数值分析和一个理想个例的数值模拟

６．１　数值分析

首先给出经过一次平滑和二次平滑修正后的中

央差分误差｜１－犚犙｜的对比（图２），从图２中可以

发现，经过二次平滑，３格距波动的误差仅为１８％左

右，４格距波动为１％左右，而经过一次平滑，３格距

波动的误差在３０％以上，４格距波动的误差为８％

左右；另外，大尺度背景场（即较长的波动）的误差也

有微小地改善（图中并未明显地给出），可见用经过

二次平滑得到的物理场代替原来的物理场进行差分

计算，对差分精度的提高是有明显作用的。

为了进一步比较方案的优劣性，给出一个风场，

要求对其涡度、散度进行诊断分析，水平风场为（这

是一个典型的中尺度扰动）：

狌＝２０ｓｉｎ（
２π
６０犺
狓）ｃｏｓ（

２π
９０犺
狔）＋０．２ｓｉｎ（

２π
４犺
狓）ｃｏｓ（

２π
５犺
狔）

狏＝２０ｓｉｎ（
２π
６０犺
狔）ｃｏｓ（

２π
９０犺
狓）＋０．２ｓｉｎ（

２π
４犺
狔）ｃｏｓ（

２π
５犺
狓）

　　每隔单位格距（犺＝２００ｋｍ）给出区域：狓∈

［２８犺，６１犺］，狔∈ ［犺，３４犺］上的精确风速分布，利用

不同的方法（中央差分、一次平滑、二次平滑）对区

域：狓∈ ［３２犺，５７犺］，狔∈ ［５犺，３０犺］进行诊断分析。

为了方便比较，不给出整块区域的涡度、散度分布

及不同方法产生的误差分布，我们取在狓＝４１犺，狔

∈ ［５犺，３０犺］上的涡度分布和不同方法对应的误差

分布（图３），狓＝４０犺，狔∈ ［５犺，３０犺］上的散度分布

和不同方法对应的误差分布（图４），图３、图４的误

差分布位相相反，如在横坐标２０处涡度误差相对

较小，这主要是由于所选取的理想风场的位相决定

的。

　　从图３和图４中可以发现，经过一次平滑的物

理场用来进行差分计算差分逼近程度好于未经过任

何处理的中央差分，而二次平滑的逼近程度好于一

次平滑，在其他区域亦有类似的情况，这里不再

给出。

图２　３—２２格距的波动差分误差｜１－犚犙｜

（ａ、ｂ分别为伍荣生（１９７９）即一次平滑的情况和二次平滑的情况。

箭头表示的是无限格距波动的差分误差（都为０））

Ｆｉｇ．２　Ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｅｒｒｏｒｆｏｒ｜１－犚犙｜ｗａｖｅｌｅｎｇｔｈｏｆ３ｔｏ２２ｇｒｉｄｓｐａｃｉｎｇｓ

（ａ．ｆｉｒｓｔｓｍｏｏｔｈｉｎｇｃａｓｅ（Ｗｕ（１９７９）），ｂ．ｓｅｃｏｎｄａｒｙｓｍｏｏｔｈｉｎｇｃａｓｅ．Ｔｈｅａｒｒｏｗ

ｈｅｒｅｉｎｄｉｃａｔｅｓｔｈｅｅｒｒｏｒｆｏｒｉｎｆｉｎｉｔｅｇｒｉｄｓｐａｃｉｎｇｓｉｓ０）
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图３　在狓＝４１犺，狔∈ ［５犺，３０犺］上的涡度分布（ａ）　　　

和用不同平滑场计算得到的涡度的　　　

误差分布（单位：１０－６ｓ－１）（ｂ、ｃ分别为　　　

未经任何平滑、一次和二次平滑的情况）　　　

Ｆｉｇ．３　Ｖｏｒｔｉｃｉｔｙｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ（ａ）ａｎｄｅｒｒｏｒ　　　

ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｆｏｒｃｅｎｔｒａｌｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ（ｂ），ａｎｄ　　　

ｆｏｒｆｉｒｓｔａｎｄｓｅｃｏｎｄａｒｙｓｍｏｏｔｈｉｎｇ（ｃ）　　　

ｆｏｒｌｉｎｅ狓＝４１犺，狔∈ ［５犺，３０犺］（ｕｎｉｔ：１０
－６ｓ－１）　　　

图４　与图３类似，但是在狓＝４０犺，狔∈ ［５犺，３０犺］　　　

上的散度分布及误差分布的情况　　　

Ｆｉｇ．４　ＡｓｉｎＦｉｇ．３ｅｘｃｅｐｔｆｏｒｔｈｅｄｉｖｅｒｇｅｎｃｅ　　　

ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎａｎｄｅｒｒｏｒｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ

ｏｎｌｉｎｅ狓＝４０犺，狔∈ ［５犺，３０犺］　　　
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６．２　一个理想个例的数值模拟

大气动力方程组是一个强非线性系统，即在一

般情况下解析解是不易获得的，幸运的是陈雄山

（１９７９）在研究二维平流方程组时给出了几个理想个

例，这几个个例都是具有解析解的。我们引用其中

一个并稍作改变，以检验平滑方案是否有效。具体

如下，考虑二维平流方程：

犎／狋＋狌犎／狓＋狏犎／狔＝０

其中犎（狓，狔，狋）是被平流的任一物理量，狌（狓，狔）、狏

（狓，狔）分别是水平方向上的风速分量，在两个水平

方向上都取以犇为周期的边界条件：

犎（狓＋犇，狔，狋）＝犎（狓，狔＋犇，狋）＝

　犎（狓＋犇，狔＋犇，狋）＝犎（狓，狔，狋）

狌（狓＋犇，狔）＝狌（狓，狔＋犇）＝

　狌（狓＋犇，狔＋犇）＝狌（狓，狔）

狏（狓＋犇，狔）＝狏（狓，狔＋犇）＝

　狏（狓＋犇，狔＋犇）＝狏（狓，狔）

初始场取为：

犎（狓，狔，０）＝ｓｉｎ（２π狓／１６）＋ｓｉｎ（２π狓／８）

定常风场取为

狌＝α　　狏＝α（１＋２π狓／犇）

其中α为常数。取空间网格距：Δ狓＝Δ狔＝犱＝１，

时间步长Δ狋＝０．５，犇＝３２，水平方向的格点数为

犖 ＝犇／犱＝３２，并且取周期犜＝４００，即８００Δ狋，

常数α＝犇／犜＝０．０８，这样经过犜时刻狓，狔两个

方向上移动的距离各为犇，即经过犜的解析解即为

初始场。

我们检验数值模式中常用的二阶平流方案、四

阶平流方案和我们的一次、二次平滑方案，得到常用

的平流方案的均方差分别是０．８５３７和０．４７６２，可

知由于积分步长较小，完成一个周期积分进行了

８００步积分，累积误差很大，预报场对解析解的描述

能力很差；而一次平滑、二次平滑方案的均方差分别

为０．１５０２和０．１２１８，描述解析解的能力较强，在这

里水平方向的网格距为３２个网格距，我们没有另外

选取最优差分方案而结果较好的原因是这两种网格

所决定的最优频谱是相近的。

７　提高差分精度的推广方法：多次平滑

第３部分讲述了进行二次平滑的过程：（１）首先

使得无限格距波动的差分误差为０；（２）用泰勒展开

的方法定出一组系数关系；（３）：最后使用最小二乘

法定出所有系数。这一部分将利用第４部分中类似

的方法来给出提高差分精度的一般化方法。

一个经过狀次平滑的物理场可以写为

珚犳狀，犼 ＝犃狀，０犳犼＋犃狀，１（犳犼＋１＋犳犼－１）＋

犃狀，２（犳犼＋２＋犳犼－２）＋…＋犃狀，犽

　　　（犳犼＋犽＋犳犼－犽）＋…＋犃狀，狀－１（犳犼＋狀－１＋

犳犼－（狀－１））＋犃狀，狀（犳犼＋狀＋犳犼－狀） （３２）

其中珚犳狀，犼表示经过狀次平滑的物理场，犃狀，犽则表示经

过狀次平滑的物理场后的待定系数。

由式（３２）可知经过狀次平滑后的修正因子为

犚（犓）＝犃狀，０＋２犃狀，１ｃｏｓ犓犺＋２犃狀，２·　

　ｃｏｓ２犓犺＋…＋２犃狀，犽ｃｏｓ犽犓犺＋…　

　２犃狀，狀－１ｃｏｓ（狀－１）犓犺＋２犃狀，狀ｃｏｓ狀犓犺　

（３３ａ）

　　则表征狀次平滑场的中央差分格式的差分逼近

程度因子为

犚犙＝［犃狀，０＋２犃狀，１ｃｏｓ犓犺＋２犃狀，２·　　　　

ｃｏｓ２犓犺＋…＋２犃狀，犽ｃｏｓ犽犓犺＋…２犃狀，狀－１

ｃｏｓ（狀－１）犓犺＋２犃狀，狀ｃｏｓ狀犓犺］
ｓｉｎ犓犺（ ）犓犺

（３３ｂ）

　　问题归结为在犓犺∈［０，π］的范围内犚犙充分逼

近１，共有狀＋１个系数需要确定。随后可以完全仿

照第２部分二次平滑的例子去确定系数。

首先使无限波长的波动的差分逼近程度为１，

即

犔∞，犓犺０，犚犙１ （３４）

可得

犃狀，０＋２犃狀，１＋２犃狀，２＋…＋２犃狀，犽＋…

２犃狀，狀－１＋２犃狀，狀 ＝１ （３５）

然后用经过狀次平滑的物理量场去计算差分，可知

珚犳狀

［ ］狓 犼

＝
珚犳狀，犼＋１－珚犳狀，犼－１

２犺
（３６）

将式（３２）代入式（３６）可得

珚犳狀

［ ］狓 犼

＝ （犃狀，０－犃狀，２）
犳犼＋１－犳犼－１
２犺

＋

　２（犃狀，１－犃狀，３）
犳犼＋２－犳犼－２
４犺

＋…＋

犽（犃狀，犽－１－犃狀，犽＋１）
犳犼＋犽－犳犼－犽
２犽犺

＋…

　＋狀犃狀，狀－１
犳犼＋狀－犳犼－狀
２狀犺

＋（狀＋１）犃狀，狀·

　
犳犼＋狀＋１－犳犼－狀－１
２（狀＋１）犺

（３７）

由泰勒展式可表示出 犳犼＋１－犳犼－１
２犺

、犳犼＋２－犳犼－２
４犺

、…

犳犼＋犽－犳犼－犽
２犽犺

… 犳犼＋狀－犳犼－狀
２狀犺

、犳犼＋狀＋１－犳犼－狀－１
２（狀＋１）犺

，代入式

（３７）中，并使
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珚犳狀

［ ］狓 犼

＝
犳
（ ）狓 犼

＋犗（犺
２狀） （３８）

　　联系使用式（３５）可以得到以下狀－１个关于待

定系数的方程：

１３（犃狀，０－犃狀，２）＋２
３（犃狀，１－犃狀，３）＋…＋　

犽３（犃狀，犽－１－犃狀，犽＋１）＋…＋

狀３犃狀，狀－１＋（狀＋１）
３犃狀，狀 ＝０ （３９）

１５（犃狀，０－犃狀，２）＋２
５（犃狀，１－犃狀，３）＋…＋　

犽５（犃狀，犽－１－犃狀，犽＋１）＋…＋

狀５犃狀，狀－１＋（狀＋１）
５犃狀，狀 ＝０ （４０）

　　

１２犾＋１（犃狀，０－犃狀，２）＋２
２犾＋１（犃狀，１－犃狀，３）＋…＋

犽２犾＋１（犃狀，犽－１－犃狀，犽＋１）＋…＋

狀２犾＋１犃狀，狀－１＋（狀＋１）
２犾＋１犃狀，狀 ＝０ （４１）

　　

１２狀－３（犃狀，０－犃狀，２）＋２
２狀－３（犃狀，１－犃狀，３）＋…＋

犽２狀－３（犃狀，犽－１－犃狀，犽＋１）＋…＋

狀２狀－３犃狀，狀－１＋（狀＋１）
２狀－３犃狀，狀 ＝０ （４２）

１２狀－１（犃狀，０－犃狀，２）＋２
２狀－１（犃狀，１－犃狀，３）＋…＋

犽２狀－１（犃狀，犽－１－犃狀，犽＋１）＋…＋

狀２狀－１犃狀，狀－１＋（狀＋１）
２狀－１犃狀，狀 ＝０ （４３）

　　由以上狀－１个方程和式（３５）这狀个方程可以

将犃狀，０，犃狀，１，犃狀，２…犃狀，狀－１，犃狀，狀这狀＋１个系数用

犃狀，０来表示，则犚犙可以写为

犚犙 ＝犪犃狀，０＋犫 （４４）

　　接下来完全可以如同式（２６）、（２７）、（２８）、（２９），

使用最小二乘法去确定犃狀，０ ，由此确定犃狀，０，犃狀，１，

犃狀，２…犃狀，狀－１，犃狀，狀这狀＋１个系数。

上述确定平滑系数的方法有点类似于确定经典

的２（狀＋１）个空间格点的中央差分格式，不同的是

确定最后一组平滑系数关系用到了最小二乘法，从

后文对二次平滑例子的分析可知，尽管经过狀次平

滑的物理量场的２（狀＋１）个空间格点的中央差分格

式的精度为犗（犺２狀），经典的２（狀＋１）个空间格点中

央差分格式的精度为犗（犺２
（狀＋１）），然而对于气象上

的离散波谱经过狀次平滑的物理量场的２（狀＋１）个

空间格点的中央差分格式效果要好很多。

８　平滑的上限和精度的改善问题

８．１　平滑的上限

我们在原来一次平滑的基础上提出了二次平

滑，发现效果大有改善，那么是否平滑的次数越多越

好？首先必须要说明的是对原来的物理量场进行平

滑计算，必然要减小预报区域，多增加一次平滑就会

减少四周边界上的一层区域；其次在减少预报区域

和提高精度之间要作出一个合理的权衡是必要的，

由于误差主要是由中短波造成，尤其是３格距、４格

距（或者是相应的频率）波动，多进行一次平滑是否

能够大幅度地提高３格距、４格距（或者是相应的频

率）波动精度是问题的关键。

为了进行一个合理地权衡，定义３—２２格距（或

者是相应的频率）的波动上经过平滑处理后的差分

累积误差为：

犈ｔｏｔａｌ（犻）＝∑｜犚犙－１｜，∑表示对３—２２格距的

波动经过犻次平滑的差分误差进行连加处理。

由于长波的差分误差较小，故上界２２可以稍大

或稍小，但不影响结果，这里也可以对犓犺（狀）＝
π
２０
狀

，狀＝０，１，２…２０这些频率上的波动进行连加处理，

同样地，这也并不影响下面的结果。

我们使用第４、７部分中的方法给出四次以下的

平滑方式。

零次平滑：犳０，犼 ＝犳犼

一次平滑：犳１，犼 ＝１．４３８犳犼－０．２１９（犳犼＋１＋犳犼－１）

二次平滑：犳２，犼＝１．６５７５犳犼－０．３８２８（犳犼＋１＋犳犼－１）＋

０．０５４０（犳犼＋２＋犳犼－２）

三次平滑：犳３，犼＝１．８３３４犳犼－０．５２５０（犳犼＋１＋犳犼－１）＋

０．１２３４（犳犼＋２＋犳犼－２）－０．０１５０（犳犼＋３＋

犳犼－３）

四次平滑：犳４，犼＝１．８７３５犳犼－０．５６５０（犳犼＋１＋犳犼－１）＋

０．１５５１（犳犼＋２＋犳犼－２）－０．０２９７（犳犼＋３＋

犳犼－３）＋０．００２８（犳犼＋４＋犳犼－４）

　　以上各次平滑的累积误差为

犈ｔｏｔａｌ（０）＝２．０６９０，犈ｔｏｔａｌ（１）＝０．５６７６，

犈ｔｏｔａｌ（２）＝０．２３４８，犈ｔｏｔａｌ（３）＝０．１１９８，

犈ｔｏｔａｌ（４）＝０．０８５８

　　从以上结果可以看出平滑的次数越多，累积误

差越小；然而随着平滑次数的增多，累积误差降低的

速度变慢。由累积误差降低的速度我们定义平滑次

数上限：

若犈ｔｏｔａｌ（犻）－犈ｔｏｔａｌ（犻＋１）＜
１

犻
犈ｔｏｔａｌ（犻），则平滑

次数的上限为犻（犻≠０）。
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从累积误差的结果中可以知道，平滑次数的上

限为３，当然上述平滑次数的上限的限定有一定的

人为因素，在实际应用中可以根据不同的需要来确

定平滑的次数。

８．２　精度的改善问题

傅里叶提出一个函数（信号）可以分解为不同频

率上的正弦或余弦函数（信号），当然分解的基函数

可以是正交的，也可以是非正交的，常规的处理是用

正交基函数进行，若使用非正交基函数的话，引入对

偶基，即可完成处理。通常的差分格式不会去考虑

函数或信号的这种性质，我们所进行的处理正是考

虑了这一性质后，使差分格式在离散频率或离散波

谱上达到最优。在第６部分的结尾提到经过狀次平

滑的物理量场的２（狀＋１）个空间格点的中央差分格

式比经典的２（狀＋１）个空间格点中央差分格式效果

要好很多，并非是指差分的阶数得到了提高，而是指

差分在离散的频率或者波谱上达到最优，而经典的

差分格式考虑的情况是连续的频率或波谱。当然在

气象上有高精度、高计算代价的谱方法，其进行离散

的球谐变换时会考虑到具体的网格，我们在使用本

文中的平滑思想时要用到的离散波谱同样将针对具

体的网格特征（如水平方向的格点数），这种离散波

谱一旦确定，在整个积分期间将不会改变，因为它是

由网格特征决定的。为了更进一步地说明问题，在

这里以二次平滑为例，经过二次平滑的中央差分可

以写为。

珚犳犼＋１－珚犳犼－１
２犺

＝１．６０３５（
犳犼＋１－犳犼－１
２犺

）－

０．７６５６（
犳犼＋２－犳犼－２
４犺

）＋０．１６２０（
犳犼＋３－犳犼－３
６犺

）

　　用泰勒展式得到的经典的六阶精度的中央差分

格式为

３

２
（犳犼＋１－犳犼－１

２犺
）－
３

５
（犳犼＋２－犳犼－２

４犺
）＋
１

１０
（犳犼＋３－犳犼－３

６犺
）

平滑方案的阶数为犗（犺４），经典的阶数为犗（犺６），图

５给出了两种情况的比较，经过二次平滑，３格距波

动的差分误差仅为１８％左右，４格距波动为１％左

右，而经典格式在３个格距处的差分误差为２６％左

右，４格距波动处的差分误差为６％以上，５格距波

动差分误差也较大，由此说明了第６部分的结尾中

提出的问题，并且在７．１节中我们给出平滑方案的

累积误差为犈ｔｏｔａｌ（２）＝０．２３４８，而经典的格式仅仅３

格距上的波动就超过了这一误差值，因而平滑方案

是有效的。我们再次使用前文中给出的风场例子来

说明在使用相同数目空间格点的情况下，相对于经

典格式平滑方案提高了在离散波谱上的精度（二次

平滑的情况）。图６给出了经典方法和二次平滑方

法计算得到在狓＝４０犺，狔∈［５犺，３０犺］上的散度误差

分布（图６ａ）和狓＝４１犺，狔∈［５犺，３０犺］上的涡度误差

分布（图６ｂ），其他区域也有类似的情况。

　　值得注意的是不管是图３、图４、还是图６，不管

平滑多少次，涡度、散度的计算误差的位相分布基本

上是保持不变的。在上述风场涡度、散度的计算例

子中，我们通过观察最大误差可以发现：对于涡度计

算，一次平滑的最大误差是０次平滑的０．０６，二次

平滑的最大误差是０次平滑的０．０４倍；对于散度计

图５　３—２２格距的波动差分误差狘１－犚犙狘

（ａ、ｂ分别是经典的情况和二次平滑的情况，箭头表示的是无限格距波动的差分误差（都为０））

Ｆｉｇ．５　Ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｅｒｒｏｒ狘１－犚犙狘ｆｏｒｗａｖｅｌｅｎｇｔｈｏｆ３ｔｏ２２ｇｒｉｄｓｐａｃｉｎｇｓ

（ａ．ｔｈｅｃｌａｓｓｉｃａｌｃａｓｅ，ｂ．ｓｅｃｏｎｄａｒｙｓｍｏｏｔｈｉｎｇｃａｓｅ．Ｔｈｅａｒｒｏｗｈｅｒｅｉｎｄｉｃａｔｅｓｔｈｅｅｒｒｏｒｆｏｒｉｎｆｉｎｉｔｅｇｒｉｄｓｐａｃｉｎｇｓｉｓ０）
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图６　用经典差分格式和二次平滑分别计算得到的误差分布（单位：１０－６ｓ－１）

（ａ、ｂ分别表示的是狓＝４０犺，狔∈［５犺，３０犺］上的散度误差分布和狓＝４１犺，狔∈［５犺，３０犺］上的涡度误差分布）

Ｆｉｇ．６　Ｔｈｅｅｒｒｏｒｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｆｏｒｔｈｅｃｌａｓｓｉｃａｌｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｍｅｔｈｏｄａｎｄｓｅｃｏｎｄａｒｙｓｍｏｏｔｈｉｎｇｍｅｔｈｏｄ（ｕｎｉｔ：１０－６ｓ－１）

（ａ．ｄｉｖｅｒｇｅｎｃｅｅｒｒｏｒｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｆｏｒｌｉｎｅ狓＝４０犺，狔∈［５犺，３０犺］，

ｂ．ｖｏｒｔｉｃｉｔｙｅｒｒｏｒｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｆｏｒｌｉｎｅ狓＝４１犺，狔∈［５犺，３０犺］）

算，一次平滑的最大误差是０次平滑的０．２，二次平

滑的最大误差是０次平滑的０．０４倍；在使用相同的

计算代价下二次平滑的最大误差是经典格式的０．３

左右。由此可见，二次平滑格式是有效的。

９　结　论

本文最优频谱的思想是基于傅里叶分析理论和

谱方法的，这种最优频谱直接决定于选定的网格特

征，文中构造物理场去替代原先场作中央差分计算

的思想则来源于伍荣生（１９７９）的文章。我们主要利

用了平滑物理场的方法来构造物理场，确定平滑系

数的方法是泰勒约束加上最小二乘法，并且有人为

规定的上限原则：若犈ｔｏｔａｌ（犻）－犈ｔｏｔａｌ（犻＋１）＜
１

犻
犈ｔｏｔａｌ

（犻），则平滑次数的上限为犻（犻≠０），我们得到的平滑

次数上限为３次，此时３—２２格距的波动上的累积

误差为０．１１９８。数值模拟的结果也证明了本文方

案的优势。

本文方案使用到了平滑物理场的方法，由于平

滑会使预报区域（全球模式不存在这个问题）不断减

小，为了使预报区域的大小不受影响，我们必须要扩

大模式区域，以抵消平滑带来的负面效应；但是模式

边界上的差分计算误差向模式区域内部的传入仍是

一个问题，需要在今后的工作中予以解决。
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